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Abstract 

This paper aims to review the concept of Fourier series, its coefficients, and its applications 

in finding solutions to certain Partial Differential Equations (PDEs). Specifically, the study 

addresses the applications of Fourier series in solving the one-dimensional homogeneous heat 

equation for a finite rod, the two-dimensional Laplace equation on a rectangle, as well as the 

non-homogeneous partial differential equation (Poisson's equation). 
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 الملخص 

تهدف هذه الورقة إلى استعراض مفهوم متسلسلة فورييه ومعاملاتها وتطبيقاتها في إيجاد حل لبعض المعادلات التفاضلية  

لقضيب  .الجزئية الواحد  البعد  ذات  المتجانسة  الحرارة  معادلة  حل  في  فورييه  متسلسلة  تطبيقات  تحديداً  الدراسة  تتناول 

)معادلة  المتجانسة  غير  الجزئية  التفاضلية  المعادلة  إلى  بالإضافة  مستطيل،  على  البعدين  ذات  لابلاس  ومعادلة  محدود، 

 .بواسون(

 

 .متسلسلة فورييه، معاملات فورييه، متطابقة بارسفال :الكلمات المفتاحية

 المقدمـــــــــــة 

متسلسلة فورييه هي طريقة تتيح كتابة أي دالة رياضيية دوريية فيي  يتل متسلسيلة أو مجميوو مين دوال 

 الجيب وجيب التمام مضروب بمعامل معين.

 والاسم مشتق من اسم العالم الفرنسي جوزيف فورييه تقديراً لأعماله الفذة في المتسلسلات المثلثية.

تستخدم تطبيقات متسلسلة فورييه على نطاق واسع في الرياضيات والهندسة والفيزياء والإلتترونات وقيد 

كان  رح فورييه  ديد التخصص مما جعله عصياً على الفهم   ولتن ما فعله بالأساس أنه اسيتغل العلاقية 

بين مجموو متسلسلة وتتامل دالة لقد أدرك أن قابلية تمثيل اليدوال الاختياريية تمامياً بواسيطة متسلسيلات 

https://journals.labjournal.ly/index.php/Jlabw/index
mailto:Zaynab.Zuwaliyah@gu.edu.ly
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مثلثية يتطلب اهمال النظرية الأساسية لحساب التفاضل والتتامل وتعريف التتامل هندسياً بدلاً مين مجيرد 

 أنه عتس التفاضل.

 Fourier Seriesمتسلسلة فورييه: 

, 𝐿)معرفة على الفترة  𝑓(𝑥)لتتن الدالة  −𝐿) :وخارج هذه الفترة بالعلاقة 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 2𝐿) 

𝑇لها دورة   𝑓(𝑥)أي أن الدالة  = 2𝐿  فإن متسلسلة فورييه المناظرة للدالة𝑓(𝑥) :تعطى بالعلاقة 

𝑓(𝑥) =
𝑎0

2
+ ∑(𝑎𝑛 cos

𝑛𝜋𝑥

𝐿
+ 𝑏𝑛 sin

𝑛𝜋𝑥

𝐿
) … … … (1)

∞

𝑛=1

 

, 𝑎𝑛حيث  𝑏𝑛  تعريف بمعاملات فورييهFourier Coefficients :وتعطى بالعلاقة 

𝑎𝑛 =
1

𝐿
∫ 𝑓(𝑥) cos

𝑛𝜋𝑥

𝐿
𝑑𝑥 , 𝑛 = 1 ,2 ,3 … … … 

𝐿

−𝐿

 

𝑏𝑛 =
1

𝐿
∫ 𝑓(𝑥) sin

𝑛𝜋𝑥

𝐿
𝑑𝑥 , 𝑛 = 1 ,2 ,3 … … … 

𝐿

−𝐿

 

, 𝑎𝑛فإن المعاملات  2𝐿لها دورة  𝑓(𝑥)إذا كانت  𝑏𝑛 :يمتن تحديدها بتتافؤ من العلاقتين  

𝑎𝑛 =
1

𝐿
∫ 𝑓(𝑥) cos

𝑛𝜋𝑥

𝐿
𝑑𝑥 

𝑐+2𝐿

𝑐

 

𝑏𝑛 =
1

𝐿
∫ 𝑓(𝑥) sin

𝑛𝜋𝑥

𝐿
𝑑𝑥  

𝑐+2𝐿

𝑐

 

𝑐عدد حقيقي وفي الحالة الخاصة عندما    𝑐حيث   = −𝐿  ( ولتحدييد 2( تتحيول إليى )3فإن )𝑎0 ( 1فيي )

𝑛( حيث تتون 3( أو )2نستخدم ) =  ( تعطى:2وعليه فإن ) 0

𝑎0 =
1

𝐿
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝐿

−𝐿

 

 ( يتون مساوياً للمقدار:1مع ملاحظة أن هذا الحد الثابت في )

𝑎0

2
=

1

2𝐿
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝐿

−𝐿

 

 على الدورة. 𝑓(𝑥)والذي هو متوسط الدالة 

 ملاحظة:

𝐿إذا كانت    -1 = 𝜋 ( تتيون بسييطة ودورة الدالية فيي 3( و)2( والمعاملات في )1فإن المتسلسلة )

 . 2𝜋هذه الحالة هي 

 بعض التتاملات المهمة:  -2

∫ cos
𝑚𝜋𝑥

𝐿
𝑐𝑜𝑠

𝑛𝜋𝑥

𝐿
𝑑𝑥 =  ∫ sin

𝑚𝜋𝑥

𝐿
sin

𝑛𝜋𝑥

𝐿
𝑑𝑥 = ∫

0

𝐿

0  

𝐿

     
𝑚 ≠ 𝑛

𝑚 = 𝑛

𝐿

−𝐿

𝐿

−𝐿

 

… … … (2) 

… … … (3) 
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∫ sin
𝑚𝜋𝑥

𝐿
𝑐𝑜𝑠

𝑛𝜋𝑥

𝐿
𝑑𝑥 =  0

𝐿

−𝐿

 

 

 :Diriehilet Conditionشروط ديريشلت 

1-  𝑓(𝑥)  معرفة ووحيدة القيمة في الفترة(−𝐿 , 𝐿) . 

2-  𝑓(𝑥)  تتون دورية خارج الفترة(−𝐿 , 𝐿)  2بدورة𝐿 . 

3-  𝑓′(𝑥)  و 𝑓(𝑥)   ًتتون مستمرتان مقطعيياPiecewise Continuous  فيي الفتيرة(−𝐿 , 𝐿) 

 ( تتقارب إلى:1حينئذ فإن المتسلسلة )

 هي نقطة الاستمرار. 𝑥إذا كانت  𝑓(𝑥)الدالة    -1

2-  
𝑓(𝑥+0)+𝑓(𝑛−0)

2
 هي نقطة عدم الاستمرار. 𝑥إذا كانت  

هذه الشروط كافية ولتن ليست ضرورية ويعني هيذا أن الاسيتمرار للدالية ليسيت وحيدها تضيمن تقيارب 

 متسلسلة فورييه.

 تقارب متسلسلات فورييه:

نفسيها وهيذا ستسياعدنا مبرهنية مهمية تسيمى   𝑓إليى الدالية    𝑓هناك  روط لازمة لتقارب فوريييه للدالية  

 .Parsevalمبرهنة بارسيفال 

 :Parsevalمبرهــنـــــــــــــة: صيغة بارسيقال 

, 𝐿−)على  𝑓تتقارب بانتظام إلى الدالة  𝑓لنفرض أن متسلسلة فورييه المناظرة للدالة  𝐿) :عندئذ يتون 

1

𝐿
∫(𝑓(𝑥))2𝑑𝑥 =

𝑎0
2

2

𝐿

−𝐿

+ ∑
(𝑎𝑛2 + 𝑏𝑛2)

𝑎𝑛
2       𝑏𝑛

2

∞

𝑛=1

 

 إذا كانت   البرهــــــــــــان:

𝑓(𝑥) =
𝑎0

2
+ ∑ [𝑎𝑛 cos(

𝑛𝜋𝑥

𝐿
) + 𝑏𝑛 sin(

𝑛𝜋𝑥

𝐿
)]

∞

𝑛=1

 

, 𝐿−)على  𝐿)  وبضرب الطرفين في𝑓(𝑥)  والتتامل حداً حداً على(−𝐿 , 𝐿) :يتون لدينا 

∫[𝑓(𝑥)]2𝑑𝑥 =
𝑎0

2

𝐿

−𝐿

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝐿

−𝐿

+ ∑ [a𝑛 ∫ 𝑓(𝑥) cos (
𝑛𝜋𝑥

𝐿
) 𝑑𝑥

𝐿

−𝐿

 +𝑏𝑛 ∫ 𝑓(𝑥 sin
𝑚𝜋𝑥

𝐿
sin

𝑛𝜋𝑥

𝐿
𝑑𝑥  

𝐿

−𝐿

]

∞

𝑛=1

 

 الآن 

𝑎𝑛 =
1

𝐿
∫ f(x) cos (

𝑛𝜋𝑥

𝐿
) 𝑑𝑥

𝐿

−𝐿

 

 :وبذلك يتون
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𝐿𝑎𝑛 = ∫ f(x) cos(
𝑛𝜋𝑥

𝐿
) 𝑑𝑥  

𝐿

−𝐿

 

 كذلك  

𝐿𝑏𝑛 = ∫ f(x) sin(
𝑛𝜋𝑥

𝐿
) 𝑑𝑥  

𝐿

−𝐿

 

 و 

𝐿𝑎0 = ∫ f(x) 𝑑𝑥  

𝐿

−𝐿

 

 وبالتعويض نحصل على 

∫ (f(x))2 dx = (
𝑎0

2

2
)  𝐿 + 𝐿 ∑(

∞

𝑛=1

 𝑎𝑛
2 + 𝑏𝑛

2)

𝐿

−𝐿

 

 وهذا يعني أن 

1

𝐿
∫ (f(x))2 dx = 

𝑎0
2

2
+ ∑(

∞

𝑛=1

 𝑎𝑛
2 + 𝑏𝑛

2)

𝐿

−𝐿

 

 عندما يتون التتامل 

∫ (f(x))2 𝑑𝑥

𝐿

−𝐿

 

 موجود، فإن المتسلسلة العددية 

∑(

∞

𝑛=1

 𝑎𝑛
2 + 𝑏𝑛

2) 

 متقاربة وهذا يعني أن 

lim
𝑛→∞

(𝑎𝑛
2 + 𝑏𝑛

2 ) = 0 

 ومع ذلك نجد أن 

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛
2 = lim

𝑛→∞
𝑏𝑛

2 = 0 

 متسلسلات فورييه للدوال الدورية المستمرة:

 نظريـــــــــــــــــــــــة

, 𝜋−]تتقارب بانتظام عليى  𝑓إذا كانت متسلسلة فورييه للدالة الدورية المستمرة  𝜋]  فإنهيا تتقيارب إليى

𝑓. 

 متسلسلات فورييه للدوال القابلة للاشتقاق مقطعياً:

 تعريـــــــــــــــــــــف  
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, 𝑎]على الفترة  𝑓تقول بأن الدالة  𝑏] ( ًقابلة للا يتقاق مقطعيياDifferenttiiable Piecewse عليى )
[𝑎 , 𝑏] ( ًإذا كانت الدالية مسيتمرة مقطعيياContinuous Piecewise عليى )[𝑎 , 𝑏]  ويمتين تقسييم

, 𝑎]الفترة  𝑏]  إلى عدد منته من الفترات(𝑥𝑖−1 , 𝑥𝑖) :حيث 

, 𝑥𝑖−1)في  𝑥موجودة ومحدودة لتل  𝑓−(𝑥) -أ 𝑥𝑖) . 

 النهايتان:  -ب 

lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑖 + ℎ − 𝑓𝑥𝑖
+

ℎ
 

lim
𝑛→∞

(𝑥𝑖+1 − ℎ) − 𝑓(𝑥𝑖𝐻−) 

ℎ
 

 موجودتان ومحدودتان.

 متسلسلات فورييه ومعاملات أويلر:

في متسلسلة دوال مثلثيية عليى   𝑓(𝑥)لنفرض إمتانية نشر الدالة     𝑃دالة دورية دورتها    𝑓(𝑥)إذا كانت 

 النحو:

𝑓(𝑥) =  𝐶0 + ∑(𝑎𝑛

∞

𝑛=1

cos 𝑛𝑤𝑥 +  𝑏𝑛 sin 𝑛𝑤𝑥) … … … (6)  

𝑃حيث  =
2𝜋

𝑤
, 𝑎𝑛 )أصغر دورة( والمطلوب الآن هو تعيين المعاملات    𝑏𝑛 , 𝑐0: 

 : 𝒄𝟎أولاً 

∝إلى   ∝( من 6بتتامل طرفي المعادلة ) + 𝑃  عدد حقيقي اختياري نجد أن:   ∝حيث 

∫ f(x) 𝑑𝑥 =  𝐶0 ∫ 𝑑𝑥

∝+𝑃

∝

  

∝+𝑃

∝

 

+ ∑ 𝑎𝑛

∞

𝑛=1

∫ cos nwx 𝑑𝑥 + ∑ 𝑏𝑛

∞

𝑛=1

 ∫ sin 𝑛𝑤𝑥 𝑑𝑥

∝+𝑃

∝

  

∝+𝑃

∝

 

cosإن أقل دورة لتل من   𝑛𝑤𝑥  وsin 𝑛𝑤𝑥  هيP =
2𝜋

𝑤
الفترة    ∝)وبذلك يتون تتامل أي منها في 

 , ∝  +𝑃)  هو المسافة بين بيان أي منهم ومحور خلال فترة كاملة ومن المعلوم أن هذه المسافة نصفها

 موجب ونصفها سالب وبذلك تنعدم جميع التتاملات التي على الصورة: 

∫ sin nwx 𝑑𝑥 , ∫ 𝑐𝑜𝑠 𝑛𝑤𝑥 𝑑𝑥

∝+𝑃

∝

  

∝+𝑃

∝

 

 : 𝒂𝒎ثانياً 

cos( في  6بضرب طرفي المعادلة ) 𝑚𝑤𝑥    حيث𝑚    إليى    ∝عدد صحيح ثابت ثم التتاميل مين∝  +𝑃 

 نجد أن:

∫ f(x)cos nwx 𝑑𝑥 =  𝐶0  ∫ 𝑐𝑜𝑠 𝑚𝑤𝑥 𝑑𝑥

∝+𝑃

∝

  

∝+𝑃

∝

 

+ ∑ 𝑎𝑛 ∫ cos 𝑛𝑤𝑥 cos 𝑚𝑤𝑥 𝑑𝑥

∝+𝑃

∝

 

∞

𝑛=1
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+ ∑ 𝑏𝑛 ∫ sin 𝑛𝑤𝑥 cos 𝑚𝑤𝑥 𝑑𝑥

∝+𝑃

∝

 

∞

𝑛=1

… … … (7) 

 ولتن: 

∫ cos 𝑚𝑤𝑥 𝑑𝑥 = 0

∝+𝑃

∝

 

∫ sin nwx cos 𝑚𝑤𝑥 𝑑𝑥 =  
1

2
  ∫ (sin(𝑛 + 𝑚) 𝑤𝑥

∝+𝑃

∝

  

∝+𝑃

∝

 

+ sin(𝑛 − 𝑚) 𝑤𝑥) 𝑑𝑥 = 0 

∫ cos nwx cos 𝑚𝑤𝑥 𝑑𝑥 =  
1

2
  ∫ (cos(𝑛 + 𝑚) 𝑤𝑥

∝+𝑃

∝

  

∝+𝑃

∝

 

+ cos(𝑛 − 𝑚) 𝑤𝑥) 𝑑𝑥 = 0 

𝑛حيث  ≠ 𝑚 . 

𝑛أما عندما   = 𝑚   :فإن 

∫ cos 2 mwx 𝑑𝑥 =  
1

2
  ∫ (𝑐𝑜𝑠2 𝑚𝑤𝑥 + 1) 𝑑𝑥

∝+𝑃

∝

  

∝+𝑃

∝

 

 والتتامل الأول: 

∫ 𝑐𝑜𝑠2 𝑚𝑤𝑥 𝑑𝑥 = 0

∝+𝑃

∝

 

 أما الجزء الثاني:  

∫ 1 𝑑𝑥 = 𝑃

∝+𝑃

∝

 

 وعلى ذلك: 

∫ cos2 𝑚𝑤𝑥 𝑑𝑥 =
𝑃

2

∝+𝑃

∝

 

 أي أن: 

𝑎𝑚 =
2

𝑃
∫ 𝑓(𝑥) cos 𝑚𝑤𝑥 𝑑𝑥 , 𝑚 = 1 , 2 … … … (8)

∝+𝑃

∝

 

 : 𝒃𝒎ثالثاً  

إيجاد  في  المتبعة  الطريقة  في  𝑎𝑚بنفس  الطرفين  ∝إلى    ∝وتتامل    sin mwxنضرب   +𝑃   نتحصل

 على: 
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𝑏𝑚 =
2

𝑃
∫ 𝑓(𝑥) sin 𝑚𝑤𝑥 𝑑𝑥 , 𝑚 = 1 , 2 … … … (9)

∝+𝑃

∝

 

 على النحو التالي:  Euler Formulasنتتب معاملات اويلر   𝑚بدلاً من  𝑛إذا استبدلنا الرمز 

𝐶0 =
1

𝑃
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  

∝+𝑃

∝

 

𝑎𝑛 =
2

𝑃
∫ 𝑓(𝑥) cos 𝑛𝑤𝑥 𝑑𝑥 , ∀𝑛 = 1 , 2 … … … (10)

∝+𝑃

∝

 

𝑏𝑛 =
2

𝑃
∫ 𝑓(𝑥) sin 𝑛𝑤𝑥 𝑑𝑥 

∝+𝑃

∝

 

( تسيمى أيضياً 10( تسمى متسلسلة فورييه أو مفتوك فورييه ومعاملاتها المعطاة بالمعادلة )6المتسلسلة )

 معاملات فورييه.

𝑡وبوضع   = 𝑤𝑛𝑥 ( يمتن كتابة معاملات فورييه على النحو التالي:10في المعادلة ) 

𝐶0 =
1

2𝜋𝑛
∫ 𝑓(

𝑡

𝑤𝑛

𝑛𝜋

−𝑛𝜋

)𝑑𝑥 

𝑎𝑛 =
1

𝜋𝑛
∫ 𝑓(

𝑡

𝑤𝑛

𝑛𝜋

−𝑛𝜋

) cos 𝑡 𝑑𝑥 

𝑏𝑛 =
1

𝜋𝑛
∫ 𝑓(

𝑡

𝑤𝑛

𝑛𝜋

−𝑛𝜋

) sin 𝑡 𝑑𝑥 

=∝)( )باتخاذ 10دالة زوجية فإن معاملات المعادلة ) 𝑓(𝑥)إذا كانت 
−𝑃

2
 تصبح: 

𝐶0 =
2

𝑃
∫ 𝑓(𝑥

2

0

)𝑑𝑥 

𝑎𝑛 =
4

𝑃
∫ 𝑓(𝑥

2

0

) cos 𝑛𝑤𝑥 𝑑𝑥 … … … (12) 

𝑏𝑛 = 0 

 أما إذا كانت الدالة فردية فإن:  دالة زوجية 𝑓(𝑥)حيث 

𝐶0 = 0
1

𝑎𝑛 = 0
0

     } 𝑓(𝑥)  فردية دالة … … … (13) 
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𝑏𝑛 =
4

𝑃
∫ 𝑓(𝑥

𝑃

2

0

) sin 𝑛𝑤𝑥 𝑑𝑥 

الآن سنناقش تطبيق فورييه في حل المعادلات التفاضلية الجزئية منها حل معادلة الحرارة المتجانسة ذات 

البعد الواحد لقضيب محدود ومعادلة الموجة المتجانسة ذات البعد الواحد الوتر محدود ومعادلة لاربلاس  

ذات البعدين على مستطيل وفي كل حالة مع  روط حديثة متجانسة ثم سندرس كيفية التعامل مع الشروط 

 الحديثة المتجانسة. 

معادلة  تسمى  والتي  المتجانسة  الجزئية غير  التفاضلية  المعادلة  فيها  تتون  التي  الحالة  مع  نتعامل  أخيراً 

 بواسون. 

 حل معادلة الحرارة المتجانسة لقضيب محدود: 

 مثال: 

 لحل معادلة الحرارة لدينا مسألة القيمة الأولية: 

𝑈𝑡 = 3𝑈𝑥𝑥 

𝑈(𝑥,0) = 𝑥(𝜋 − 𝑥) … … … (1) 

𝑈(0,𝑡) = 𝑈(𝜋, 𝑡) = 0 

 نستخدم فصل المتغيرات لحل المعادلة التفاضلية الجزئية لذلك نفترض أن الحل بالصيغة: 

𝑈(𝑥,𝑡) = 𝑋(𝑥)𝑇(𝑡) … … … (2) 

 ثم الاستبدال في المعادلة التفاضلية الجزئية نحصل على: 

𝑋(𝑥)𝑇′(𝑡) = 3𝑋′𝑇′(𝑡) 

 وهتذا: 
𝑇′(𝑡)

3𝑇(𝑡)
=

𝑋′(𝑥)

𝑋(𝑥)
=  −𝜆 

 بالتالي: 

𝑋′ + 𝜆𝑥 = 0 … … … (3) 

𝑇− + 3𝜆𝑇 = 0 

𝑋′ + 𝜆𝑥 = 0 ∶ 𝑥(0) = 𝑥(𝑇) = 0 = 0 

 بعد ذلك يتم فصل  روط الحدية.

𝑈(0,𝑡) = 0 = 𝑋(0)𝑇(𝑡)
1

⇒ 𝑥(0) = 0 

𝑈(𝜋,𝑡) = 0 = 𝑋(𝜋)𝑇(𝑡)
1

⇒ 𝑥(𝜋) = 0 

 إذاً لدينا:

𝑋′ + 𝜆𝑥 = 0 , 𝑇′ + 𝜆𝑇 = 0 , .  𝑥(0) = 𝑥(𝜋) = 0 

 

𝝀( 1الحالة ) < 𝟎 : 

𝜆إذا كانت  < 𝜆فيمتننا كتابة  0 = −𝑘2  لبعض الأعداد الحقيقية𝑘  مع𝑘 > 0. 

𝑟2−𝑘2المعادلة المميزة  =  قد نأخذ: 𝑒−𝑘𝑥و  𝑒𝑘𝑥تؤدي إلى الحلين المستقلين   0

𝑋1=

𝑒𝑘𝑥 + 𝑒−𝑘𝑥

2
= cos ℎ(𝑘𝑥)  
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 و 

𝑋2=

𝑒𝑘𝑥 − 𝑒−𝑘𝑥

2
= sin ℎ(𝑘𝑥) 

 لذلك فإن الحل العام هو: 

𝑋 =  𝐶1 cos ℎ (𝑘𝑥) + 𝐶2 sin ℎ(0) 

 بتطبيق: 

𝑋(0) = 0 
1

⇒ 0 =  𝐶1 cos ℎ (0) + 𝐶2 sin ℎ(0) =  𝐶1 

 الحل المتبقي هو:  ∴

𝑋(𝑥) = 𝐶2 sin ℎ (𝑘𝑥) 

 تطبيق  روط الحدية الأخرى: 

𝑋(𝜋) = 0 
1

⇒ 𝐶2 sin ℎ(𝑘𝜋)    
7887878 

𝐶بما أن   =  لذلك  0

𝑘 > 0 
1

⇒ sin ℎ(𝑘𝜋)  ≠ 0    
 لذا فإن الحل الوحيد الذي يبقى من  روط الحد هو الدالة الصفرية لذلك لا توجد قيم ذاتية سلبية. 

 

𝝀( 2الحالة ) = 𝟎 : 

′𝑋هو   (𝑂𝐷𝐸)في هذه الحالة المعادلة التفاضلية العادية   =  فقط مع الحل العام:  0

𝑋(𝑥) = 𝐶1𝑥 + 𝐶2 

𝑋(0) = 0 
1

⇒ 𝐶2 = 0 , 𝑥(𝜋) = 0
1

⇒ 𝐶1𝜋 = 0
1

⇒ 𝐶1 = 0 

𝜆لذلك فإن  =  ليست قيمة ذاتية. 0

 

𝝀( 3الحالة ) > 𝟎 : 

𝜆إذا كانت   > 𝜆يمتننا كتابة    0 = 𝑘2    بالنسبة لبعض الأرقام الحقيقية𝑘    مع𝜆 = ثم المعادلة المميزة   0

𝑟2 + 𝑘2  ًتؤدي إلى الحلين المستقلين خطياsin(𝑘𝑥)  ،cos(𝑘𝑥) :وبالتالي إلى الحل العام 

𝑋(𝑥) = 𝐶1 cos  (𝑘𝑥) + 𝐶2 sin(𝑘𝑥) 

𝑋(0)بتطبيق الشرط الحدودي   =  لدينا:  0

𝑋(0) = 0 =  𝐶1 cos  (0) + 𝐶2 sin(0) =  𝐶1 

 لذا فإن الحالة الوحيدة التي تبقى من هذا الشرط الحدودي هي: 

𝑋(𝑥) =  𝐶2 sin(𝑘𝑥)   
 ويعطينا الشرط الحدودي الآخر: 

𝑋(𝜋) = 0 =  𝐶2 sin(𝑘𝜋)   
𝐶2الثابت   = sin(𝑘𝜋)رقماً مع الخاصية  𝑘إلا في الحالات التي يتون فيها   0 = لا  𝑘بالنسيبة للقييم  0

𝐶2تحتاج إلى   = يبقيى مين كيلا الشيرطين  sin(𝑘𝑥)ليذلك الحيد   𝐶2فيي الواقيع لا توجيد قييود عليى    0

 الحدين.

𝜆𝑛القيم الذاتية  𝑘بعبارة أخرى تعطينا قيمة  = 𝑘2  للمسألة لتل قيم𝑘 :بحيث 

𝑋(𝑥) =  𝐶1 sin(𝑘𝑥)   
 هي الدالة الذاتية المترابطة من الناحية العلمية.

𝑋نقيييول إن الدالييية الذاتيييية هيييي  = sin (𝑘𝑥)  فيييإن القييييم الذاتيييية هيييي تليييك الأرقيييام𝜆𝑛 = 𝑘2 
sinحيث  𝑘𝜋 = 0. 
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𝑘لذلك   = 1,2,3,     𝑘𝜋 = 𝜋, 2𝜋, 3𝜋, … , 𝑛𝜋 . 

 حيث:

𝑘 =
𝑛𝜋

𝑛
= 𝑛 

𝜆𝑛والقيم الذاتية هي  = 𝑛2 

𝑋𝑛(𝑥)الدالة الذاتية  = sin(𝑛𝑥) , 𝑛 =  بعد ذلك سنعود لحل المعادلة: 1,2,3

𝑇′ + 3𝑛2 𝑇 = 0
1

⇒ 𝑇𝑛(𝑡) = 𝑒−3𝑛2𝑡 , 𝜆 = 𝜆𝑛 

 الحل العام:

𝑈(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝐶𝑛𝑒−3𝑛2𝑡

∞

𝑛=1

sin(𝑛𝑥) … … … (4) 

 أخيراً نحدد المعاملات من الشرط الابتدائي 

𝑈(𝑥, 0) = 𝑋(𝜋 − 𝑋) = ∑ 𝐶𝑛

∞

𝑛=1

sin(𝑛𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋 … … … (5) 

𝑓(𝑥)الآن نحن نعلم أن متسلسلة فورييه  = 𝑥(𝜋 − 𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋  :هييييييييييييي 

𝑓𝑠(𝑥) = ∑ 𝑏𝑛

∞

𝑛=1

sin(𝑛𝑥) 

𝑏𝑛 =
2

𝜋
∫ 𝑥(𝜋 − 𝑥) sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥 = {

8/𝜋𝑛3 𝑖𝑓 𝑛 𝑖𝑠 𝑜𝑑𝑑
ℎ

0     𝑖𝑓 𝑛 𝑖𝑠 𝑒𝑣𝑒𝑛

𝜋

0

 

 بعبارة أخرى يجب أن يتون لدينا:

𝐶𝑛 = 𝑏𝑛 = {
8/𝜋𝑛3 , 𝑖𝑓 𝑛 𝑖𝑠 𝑜𝑑𝑑

ℎ
0    , 𝑖𝑓 𝑛 𝑖𝑠 𝑒𝑣𝑒𝑛

 

𝑓(𝑥)( يجب أن يتون متسلسلة فورييه الجيبية لي  5أي أن ) =  𝑥2  ( ميع 4الحل النهائي هو الحل العيام )

 :𝐶𝑛هذه القيم الخاصة لي 

𝑈(𝑥, 𝑡) =
8

𝜋
∑

1

(2𝑘 − 1)3
𝑒−3(2𝑘−1)3𝑡

∞

𝑘=1

sin(2𝑘 − 1)𝑥 

 حل معادلة الموجة المتجانسة لوتر محدود:

 حل معادلة الموجة متشابه تماماً لحل معادلة الحرارة.

 مثــــــــــــال:

 حل مسألة الموجة مع القيم الحدية والابتدائية:

𝑈𝑡𝑡 = 𝑈𝑈𝑥𝑥 

𝑈(𝑥,0) = 𝑥(1 − 𝑥) 

𝑈𝑡(𝑥, 0) = cos 𝑥 

𝑈(0,𝑡) = 𝑢(1 − 𝑡) = 0 

 المعادلة التفاضلية الجزئية ثابت: 𝑃𝐷𝐸نبدأ بفصل 
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𝑈(𝑥,𝑡) = 𝑋(𝑥)𝑇(𝑡)  → 𝑋𝑇′ = 4𝑋′𝑇 .
𝑇′

4𝑇
=

𝑋′

𝑋
= 𝜆 →  𝑋′ +  𝜆𝑥 = 0000000 

= 0, 𝑇′ + 4𝜆𝑇 = 0 

 بعد ذلك يعطينا فصل الشروط الحدية:

𝑋(0) = 𝑋(1) = 0 

 بعد ذلك حل مسألة القيمة الحدية كما في المثال السابق. وهذا يعطي قيمة ذاتية:   

𝜆𝑛 =  𝑛2𝜋2 

𝑥𝑛ودوال ثابتة             = sin 𝑛𝜋𝑥  ,   𝑛 =  1,2,3, 

𝜆الآن يتم حل معادلة  =  𝜆𝑛: 

 وهنا نجد أن حل معادلة الموجة تختلف عن حل معادلة الحرارة.

𝑇′ + 4𝜆𝑛𝑇 = 0 → 𝑇′ + 4𝑛2𝜋2 𝑇 = 0 → 

𝑇(𝑡) =  𝐶1 cos 2𝑛𝜋𝑡 + 𝐶2 sin 2𝑛𝜋𝑡 

 ونتتب: nبما أننا يجب أن نفعل هذا لتل عدد صحيح موجب 

T𝑛(𝑡) =  𝐶𝑛 cos 2𝑛𝜋𝑡 + 𝑑𝑛 sin 2𝑛𝜋𝑡   ,   𝑛 = 1,2, … 

 حلول الضرب هي:

U𝑛(𝑥, 𝑡) = sin 𝑛𝜋𝑡 (𝐶𝑛 cos 2𝑛𝜋𝑡 + 𝑑𝑛 sin 2𝑛𝜋𝑡)  ,   𝑛 = 1,2, … 

 لذا فإن الحل العام هو التركيبة الخطية:

𝑈(𝑥, 𝑡) = ∑ sin 𝑛𝜋𝑥

∞

𝑛=1

(𝐶𝑛 cos 2𝑛𝜋𝑡 + 𝑑𝑛 sin 2𝑛𝜋𝑡) … … … (6) 

 أخيراً تطبيق الشرطين الابتدائيين:

 

 : 𝐔𝒕أولاً علينا حساب  

𝑈𝑡(𝑥, 𝑡) = ∑ sin 𝑛𝜋𝑥

∞

𝑛=1

(−2 𝑛𝜋𝐶𝑛  sin 2𝑛𝜋𝑡 + 2𝑛𝜋 𝑑𝑛 cos 2𝑛𝜋𝑡) 

 إذاً لدينا 

𝑈(𝑥, 0) = 𝑋(1 − 𝑋) = ∑ 𝐶𝑛 sin 𝑛𝜋𝑥

∞

𝑛=1

∶ 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 … … … (7) 

 و 

𝑈(𝑥, 𝑡) = cos 𝑥 = ∑ 2 𝑛𝜋𝑑𝑛 sin 𝜋𝑥

∞

𝑛=1

∶ 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 … … … (8) 

1)( هو متسلسلة فورييه الجيبية للدالة 7لذا يجب أن يتون الجانب الأيمن من ) − 𝑥)   0على ≤ 𝑥 ≤
≥ 0( ودالة جيب فورييه الخاصة بهم على 8وبالمثل لي) 1 𝑥 ≤ 1. 

 ( تصبح على التوالي 8( و)7و)

∑ 𝑏𝑛 sin 𝑛𝜋𝑥

∞

𝑛=1

= ∑ 𝐶𝑛 sin 𝑛𝜋𝑥

∞

𝑛=1
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 حيث 

𝑏𝑛 =  
2

1
∫ 𝑋(1 − 𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥 𝑑𝑥 , 𝑛 = 1,2,3, …

1

0

 

 وبالتالي  

𝐶𝑛 =  2 ∫ 𝑋(1 − 𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥 𝑑𝑥 , 𝑛 = 1,2,3, …

1

0

 

2𝑛𝜋 𝑑𝑥 =  2 ∫ cos x sin 𝑛𝜋𝑥 𝑑𝑥 , 𝑛 = 1,2,3, …

1

0

 

 ( العام مع قيم هذه المعاملات يتون 6وحل )

𝑈(𝑥, 𝑡) = ∑ sin 𝑛𝜋𝑥

∞

𝑛=1

(−2 𝑛𝜋𝐶𝑛  sin 2𝑛𝜋𝑡 + 2𝑛𝜋 𝑑𝑛 cos 2𝑛𝜋𝑡) 

𝐶𝑛 =  2 ∫ 𝑋(1 − 𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥 𝑑𝑥 , 𝑛 = 1,2,3, …

1

0

 

d𝑛 =
1

𝑛𝜋
∫ cos 𝑥

1

0

sin 𝑛𝜋𝑥 𝑑𝑥 , 𝑛 = 1,2, 3 , … 

 المسائل غير المتجانسة:

يمتن أن تتون مسائل معادلة الحرارة والموجة غير متجانسة بإحدى الطرفين قد تتون المعادلة التفاضيلية 

نفسها غير متجانسة أو قد تتون الشروط الحدية غير متجانسة فلننظر أولاً إلى عدم وجيود   𝑃𝐷𝐸الجزئية  

  روط حدية متجانسة.

 

 الشروط الحدية غير المتجانسة:

 نبدأ بمعادلة الحرارة مع تثبيت كل طرف عند درجة حرارة ثابتة.

𝑈𝑡 = ∝2 𝑈𝑥𝑥 

𝑈(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥) 

𝑈(0, 𝑡) =  𝑇1  , 𝑈(𝐿, 𝑡) = 𝑇2 

, 𝑇1حيث   𝑇2  ليس بالضرورة صفر نحن نخطط لتحويل المسألة إليى مسيألة متجانسية فيي مجهيول جدييد

𝑊 = (𝑥, 𝑡)  من أجل تحقيق ذلك نرغب في إيجاد الدالة البسيطة𝑉 = (𝑥, 𝑡) :بحيث 

𝑊 مستوفية  = 𝑢 − 𝑉 

𝑊𝑡 =∝2 𝑊𝑥𝑥 

 و

𝑊(0, 𝑡) = 𝑊(𝐿, 𝑡) = 0 

 بالتأكيد سيتم استيفاء الشرط الأول إذا كانت:

𝑉𝑡 = 𝑉𝑥𝑥 = 0 

 .𝑋وسيتطلب هذا أن يتون دالة خطية في 
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𝑉 = 𝑉(𝑥) = 𝐶1𝑥 + 𝐶2 

 ثم إذا كان:

𝑊(𝑥, 𝑡) = 𝑈(𝑥, 𝑡) − (𝐶1𝑥 + 𝐶2) 

 لدينا:

𝑊(0, 𝑡) = 𝑈(0, 𝑡) − 𝐶2 

= 𝑇1 − 𝐶2 

 و  

𝑊(𝐿, 𝑡) = 𝑈(𝐿, 𝑡) − (𝐶1𝐿 + 𝐶2) 

= 𝑇2 − 𝐶1𝐿 − 𝐶2 

 حل المعادلتين:

𝑇1 − 𝐶2 = 0 

𝑇2 − 𝐶1𝐿 − 𝐶2 = 0 

 حيث: 

𝐶1 =  
𝑇2 − 𝑇1

𝐿
 

 𝐶2 = 𝐿 

 المجهول الجديد معطي بواسطة: 𝑊لذا فإن 

𝑊(𝑥, 𝑡) = 𝑈(𝑥, 𝑡) +
𝑇2 − 𝑇1

𝐿
 𝑥 − 𝑇1 

 : 𝑊وأخيراً يصبح الشرط الابتدائي في تحويل الشروط الحدية غير المتجانسة إلى متجانسة 

𝑊(𝑥, 0) = 𝑈(𝑥, 0) +
𝑇2 − 𝑇1

𝐿
  𝑋 − 𝑇1 

0000 = 𝑓(𝑥) +
𝑇2 − 𝑇1

𝐿
 𝑋 − 𝑇1 

 لذلك تحتاج فقط إلى حل المشتلة:

𝑊𝑡 = ∝2  𝑊𝑥𝑥 

𝑊(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥) +
𝑇2 − 𝑇1

𝐿
  𝑋 −  𝑇1 

𝑊(0, 𝑡) = 𝑊(𝐿, 𝑡) = 0 

 وسيتون حل المسألة الأصلية هو:

𝑈(𝑥, 𝑡) = 𝑊(𝑥, 𝑡) + 𝑉(𝑥) 

= 𝑊(𝑥, 𝑡) +
𝑇2 − 𝑇1

𝐿
  𝑋 + 𝑇1 

 النتائج والتوصيات:
التفاضلية الجزئية لمفهوم متسلسلة فورييه ومعاملاتها وتطبيقاتها في حل المعادلات   .قدمت هذه الورقة استعراضاً  املاً 

واستنتجنا أن متسلسلات فورييه أوسع انتشاراً وأكثر كفاءة من متسلسلات تايلور في تمثيل الدوال الدورية، وخاصة الدوال  

انقطاعات على  تحتوي  التي  تلك  أو  المستمرة  بدلالة  .غير  الدوال  هذه  نشر  على  قدرتها  في  التطبيقية  أهميتها  وتتمن 

 .متسلسلات مثلثية، وهو ما لا يمتن تحقيقه في متسلسلات تايلور التقليدية

يدعم   مما  الترددات،  حيث  من  متوناتها  ومعرفة  الإ ارات  تحليل  في  أساسية  كأداة  فورييه  متسلسلات  باستخدام  نوصي 

 .مجالات الاتصالات، ومعالجة الصور، والذكاء الاصطناعي
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